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INTRODUZIONE 


Vogliamo esporre alcuni risultati su esistenza e struttura del 


le soluzioni del problema 


x(t) e F(t,x(t)) , x(0) = x 


Salvo avviso contrario, supporremo costantemente che F verifichi almeno 


le seguenti condizioni: 


(H,) [O,TI x A 3 (t,x) + F(t,x) # 9 compatto c g(t)BC E, 


dove E è uno spazio di Banach separabile reale con norma |*| e sfera 
unità B= {xe E|j |x| < 1}, g è una funzione sommabile non negativa e 


A = K + aB con K compatto inEea è| g(t)dt; 
o 


(H,) F(-,x) è misurabile per ogni x e A (in Appendice sono riportate 


alcune definizioni equivalenti di misurabilità); 
(H3) per ogni Cc A si ha 
hEF(t,C)] < w(t,h(c)) q.d., 


dove h(C) indica la misura di non compattezza dell'insieme C secondo 


Hausdorff e w è una funzione di Kamke, ossia 
[O,T] x [0,+°[3(t,r) + u(t,r) € [0,+0[, 


w(t,0) = 0, w(t,-) è continua per quasi ogni t, w(-,r) è misurabile 
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per ogni r, per ogni k > U esiste 9 sommabile tale che 
w(t,r) < g, (8) per 0 < r < k, l'unica funzione assolutamente continua 
f: [0,T] > [0, +e[ che verifica la condizione 
t ' 
f(t') :/ w(s,f(s)) +f(t) perO0stst'sT, f(0)=0 
t 
è data da f(t) =0 per0stsT. 
La funzione w definita da w(t,r) = g(t)r con g = 0 sommabi- 
le è un esempio di funzione di Kamke. 
Una condizione sufficiente su F per la validità della con- 
dizione (H,) è la seguente 


(H3) = F(t,x) c F(t,y) + ult,|x-y})B 


per ogni x,y e A e per quasi ogni te [0,7], dove la funzione di 


Kamke w è anche crescente rispetto al secondo argomento r. 


1. FA VALORI CONVESSI 


Supponiamo che F verifichi le condizioni (H,), (H,), (H,) e 


inoltre supponiamo 
F(t,x) = convesso per ogni t e x 


e F(t,°) semicontinua superiormente (u.s.c.) per quasi ogni t, ossia 


tale che 


yx e A, Vedo, 3550, wx'e A: |x-x'|<6 > F(x')c F(x) + eB 
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Teorema 1. Sotto le condizioni precedenti per la funzione F, 


si ha 


i) per ogni x, € K esiste una funzione assolutamente continua 


x: [0,T] + A derivabile q.d. e tale che 


x(0) = x? k(t) e F(t,x(t)) q.d. ; 
ii) detto To) l'insieme deile funzioni x(-) che verificano la con- 


dizione i), To) è compatto in C([O,T]), E); 


iii) la funzione K 3 x + TOO) è U.S... 


Osservazione. Nelcorso della dimostrazione l'ipotesi (Hp) 
serve esclusivamente per assicurare la validità della seguente condizio- 


ne: 
(H5) per ogni x e A esiste una selezione misurabile 
[0,T]5+ f(t,x) e F(t,x). 


Questo teorema è enunciato come osservazione finale nel lavoro [8] d° 
Kisielewicz, che considera il caso in cui F(t,-) è continua, rifacendo- 
si a precedenti risultati di Tolstonogov [11]. 

I] teorema 1 è stato dimostrato da Davy [4] nel caso in cui E 
ha dimensione finita. 

Per la dimostrazione seguiamo il metodo di Davy [4], utiliz- 


zando inoltre i risultati di Monch-von Harten [10] sulle equazioni dif- 
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ferenziali ordinarie negli spazi di Banach, in particolare un loro ri- 
sultato fondamentale sulla misura di non compattezza. Tolstonogov [12] 
ha dimostrato un risultato analogo al Teorema 1 con la condizione (H,) 
sostituita con una condizione un po' diversa (cfr. n. 2). 


La dimostrazione del Teorema 1 si fonda sulle proposizioni 


che seguono. 


Proposizione 1. Sia E uno spazio di Banach separabile, sia 


1 


Mat+F(t) = # chiuso c g(t)Bc E 


con0 <ge L'm e F misurabile. Allora la funzione t + h {F(t)) è 


misurabile e si ha 


t| F(t)dm) sf h(F(t))dm. 
M M 


Questa proposizione ha la sua origine in [10], dove è consi- 
derato il caso in cui M è un intervallo [a,b] in k con la misura di Le- 
besgue, nel quale è data una successione di funzioni continue ta tali 


che 62] < g(t) per n= 1. In [10] è provata la formula 


b b 
nc] fidata 1}) < | h ({f_ (8) In > 1})dt. 
a a 


Successivamente Kisiehewicz [9] ha provato che questa formula vale an 
cora se le f, sono misurabiliesesi sostituisce [a, b] con un suo sot- 
toinsieme misurabile. 


Questa formula segue dalla Proposizione 1 con 


F(t) = {f_(t)[n = 1} 


XIV-7. 
Per la dimostrazione della Proposizione 1 useremo i seguenti lemmi. 


Lemma 1. SiaNan+ E El c E una successione di sot- 


tospazi vettoriali di E tale che 


dime <@ , E=lU E 
n 1 n 


e sia CC E, C limitato. Allora si ha 


h(C) = lim sup p(x,E,). 


k>o  XEC Ù 


Questo risultato è contenuto nella Proposizione 2 di [10]. 


Lemma 2. Sia E uno spazio normato reale e F un suo sottospa- 
zio vettoriale. Detto F° il sottospazio di E* ( = duale di E) dei fun- 


zionali nulli su F, si ha per ogni xe E 
p(x,F) = max{Sx,x'>|x'e F°, |x'| s 1}. 


Per la dimostrazione si veda, per esempio, Groetsch [7], 
Theorem 2.8.2. 
Per provare la Proposizione 1, cominciamo a provare che Ja 


funzione t + h(F(t)) è misurabile. Dal Lemma 1 si ha 


h(F(t)) = lim sup o (x,E 
k>o xeF(t) 


RE 


Siccome F è misurabile, esiste una successione di funzioni misurabili 


f_ tali che 
m 


Fit) = UAOILE 1} per te M, 
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e quindi si ha 
h(F(t)) = lim sup p(f_(8), E,) 


k>o n21 


e di qui segue la misurabilità. 
Sin ora x e J F(t)dm. Allora esiste la funzione misurabile 


t + f(t) e F(t) tale chi 


/ 
x -J f(t)dm 
M 
e quindi si ha per ogni x'e Sk = tx'e E*la'e ka |x'| < 1}, dal Lem- 
ma 2, 
f È 
(C-#6d»; "| <f(t), x'>dm s| sup ; 
M M xeEF(t) %sX'>dm = 
x'e Sk 


| Sup p(x,E,)dt 
M xeF(t) 


e quindi, posto I -J F(t)dm, 
M 


sup o(E) = SUP <xsx"> iI sup PE et. 
x€I xel M xeF(t) 


x'E Sk 


Siccome l'integrando è maggiorato da g(t), possiamo passare al limite 
per k + ® e ottenere la formula cercata. 


Proposizione 2. Sia (M, dm) uno spazio misurato o-finito e 
pera sia E uno spazio di Banach separabile e sia 
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Mat+F(t) = $ compatto convesso c E, 
F(t)c g(t)8 , 0sgel'(M, 
F misurabile. Allora l'insieme 


1 


SF = Mat > f(t)e F(t)|f misurabile} c L'(ME) 


è compatto # g rispetto alla minima topologia che rende continue le fun 


zioni 
Sp> f »[ <f(t), x'> é(t)dm , x'e E*, deL(M) 
M 
e l'insieme 


/ F(t)dt def ( f(t)dt|fe S_} = g 
M M i 


è convesso e compatto in E. 
Per la dimostrazione si veda Castaing-Valadier [2], Theorem 


V-13, Remark (pag. 147) e Theorem V-15 (pag. 148). 


Proposizione 3. Sia U uno spazio topologico, sia E uno spa- 


zio di Banach separabile e sia 
[O,T] x U3D(t,x) + F(t;x) = @ compatto convesso c E, 


con F(t,-) u.s.c. per quasi ogni t. 


Siano date le funzioni 


Us; [O,T] +U , nen, 
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tali che 


untt) so Ut) qudes 
n+> 

e siano date le funzioni 

VI vi [O,T} > E 
tali che x CV, x'> € L! ([U,T]) per ogni x' e E* e, per ogni 
x'e E*, <v, x'> è punto adenente della successione Ca x'> secondo 
la topologia debole indotta da L° su E° Se si ha 

vi 08) 2 Ft,u_ (t)) qsdi ds 
allora si ha anche 


v(t)e F(t, ult) q.d. 


Per la dimostrazione si veda Castaing-Valadier [2], Theorem 


VI-4 (pag. 170). 


Dimostrazione del teorema. Per ogni ne N, le formule (cfr. 


Davy [4]) 


t 
x(t) = x :f f_65) ds " P 
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IA 
ct 
IA 


(ke1) 1 


(1<k<n) 


È 
x (8) = x (k 1) è | f (s)ds n 
k 


definiscono (induzione su k) una funzione lrn In : [O,T] + E, se 
scegliamo su ciascun intervallo [k : » (k+1) ) come F una selezione 
misurabile della funzione ufeurabtta t+ F(t,x_(k Tx. e una funzione 
x: [O,T]+A derivabile q.d.. 


n 
Poni amo 


IA 
ct 
UA 


(k+1) > 


5 
Y,88) = x Ck , per k 


5A 


(©) 

II 

x 

N 

=] 
ì 


Allora si ha 


(i) ft) = ACE) Fitsy (8)) que. , 


(ii) IX (| < g(t) i 


1, 
(iii) x (t')-x (t)| :f g(s)ds per 0stst's1, 
n n A 
(k+1)7 
GM Dl yp » Jun per ka sts (k)T 
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Di qui segue che la successione n + xl) è equicontinua su [0,T] e che 
xt) - y (t) = 2.(t) —, o unif. su [O,T]. 
n> 
Si ha quindi 


h({x_(t)|n 2:13) sh({y_ (In = 1}) = h(t) 


e inoltre, dalla formula 


e dalla Proposizione 1, con F(t) = fi (In Sr, 


Uh iù 
h(t') < h(t) + vc f_(s)ds|n = 1}) < h(t) + h f F{s)ds) < 
"Aa It 


i 6 
:/ h(F(s))ds + hit) S; h({f _(s)|n = 1}ds + h(t) 
t' t x 


ts 
sf h(F(s,{y,(5)In 
t 


IV 
IA 


1})) ds + h(t) 


IV 


È 
:[ w(s,h(ty_(s)]n = 1})) ds + h(t) 
t 


ti 
= w(s,h({x_(s)n = 1}))ds + h(t). 


ct 


Se 0 < t < t' <s T si ha, a causa della maggiorazione (iii), 
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|! 
h(t') < h(t) + g(s)ds 
t 
e quindi anche 
bt 
Ih(t') - h(t)j < g(s)ds 
t 
dunque h(*) è una funzione assolutamente continua tale che 
E 
0 sh(t') < w(s, h(s)) ds + h(t) 


t 


e ciò implica h(t) = 0 per Ost s T. Ma allora Da (t)|n= 1} è rela- 
tivamente compatto in E e quindi, per il teorema di Ascoli-Arzelà, 
{Xn (*)|n= 1} è relativamente compatta in C([O,T], E). Pertanto esi- 
ste una sottosuccessione (che continuiamo a indicare con x l)) tale 


che 


unif 
x tea x(t) ,s deter, 
n+o 


Si ha anche, per quasi ogni t, da (i) 
h({x, (t)|n=1}) < h(F(t,ty (t)]n 21})) < 
<uwl(t, h({y_(t)|n =1})) = w(t,0) 5 0, 


poiché ynet) —S Alt). 
N>o 


Dunque anche & (t)In = 1} è relativamente compatto in E e 


quindi 
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clio 
F,(t) = conv({k_(t)|u = 1}) = compatto convesso c g(t)Bc E 


Si ha poi per ogni x' e E*(= duale reale di E) 


+ 
Y 


sup{<y,y'>|y e F,(t)} = 


supi<k_(t), y'>|n = 1} = funzione misurabile 


e quindi F, è misurabile (cfr. Cartaing-Valadier [2], Theorem 1I1I-15 


(pag. 70)). 

Ora possiamo applicare la Proposizione 2 alla funzione F, 
Siccome x 6°) e "Fi 
v(«) e "A secondo la topologia considerata. Allora si ha per ogni 


, questa successione è aderente a una funzione 


y'e E* 
t 
CX (8) 0? yu | 65)» y'>ds 


(o) 


e il primo membro converge a <x(t) - xp Y'» mentre il secondo è ade- 


rente a 


t 
| <v(s), y'> ds, 
(o) 


dunque deve essere 
È 
Sx(t)x > y'>=f <«v(s), y'>ds 
(o) 


e quindi 


t 
x(t) - X -f v(s)ds per 0<stsT. 
lo) 
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Resta da provare che v(t) e F(t,x(t)) per quasi ogni t. Per 


questo basta applicare la Proposizione 3 con Un = Spe Urs Va kn 


Con questo resta provato che x(-) è una soluzione 
Proviamo ora che Tp(K) è compatto in C([0,T], E) e allora con 
K= Dx} si otterrà la affermazione ii). 


Sia xl) € Tp(K). Allora si ha 


x(t) e F(t, x(t) dda: 
x (0) e K 


e quindi 


fx (%) | s g(t), 


E! 
Dx (t') - x (0) | / g(s)ds per Ostst'sT. 


Ora si possono ripetere Te considerazioni fatte sopra, con Ynet) = x (0). 


per ottenere una sottosuccessione (ancora indicata: con 0) 
x x(t) unif. per OstsT, 
n> co 


e una funzione v(*) e L'(ro,m s E) tale che 


t 

x(t) - % -[ v(s)ds, 
o 

v(t) e F(t,x(t)) q.d. 


e questo prova che x(-) € Tp(K). 
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Infine, per provare iii) è sufficiente provare che l'applica- 


zione 
Kax > Tp) € Tp(K) = compatto 


ha i1 grafico chiuso (cfr. Aubin-Cellina [1], Corollary 1 (pag. 42)). 


Sia 


x(t) —> x(t) unif. per OstsT. 


k_ (8) € Fit,xp(t)) q.d. 


: 1 
e quindi, ragionando come sopra, si trova una funzione v(-) € L ([0,T], E) 


tale che 


v(t) e F(t,x(t)) q.d. 


e ciò prova che x(*) € Tp. 


Questo conclude la dimostrazione del teorema. 
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L Teorema 2. Nelle stesse ipotesi del Teorema 1, l'insieme Tp) 
è connesso per ogni XE K. 

Un risultato analogo è provato in [12] da Tolstonogov. 

La dimostrazione si basa sulla costruzione di una funzione au- 
siliaria e sulle proposizioni che seguono, dovute a Davy [4] nel caso di 
dim(E) < ©, 


Sia Ds t'<t"sT e x € K. Poniamo 


V(CO,t']) = {x C([O,t'], E) x(-) assolutamente continua, 
esiste X(t)e g(t)B q.d., x(0) = x} 


Allora si ha x(t) € A per ogni x e V([O,t']) e Ostst'. 


Definiamo gli operatori Peri QU: mediante le formule seguenti 


i sh 
È! 


VOCE) Sx PI (x) = 


= {ye V([U,t"])]y(t) = x(t) per Ostst', Y(t) e F(t,x(t')) q.d. per t'stst"}, 
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(bt) x v([0,7]) E] (t,x) —? ol. (E) ci 
= {yeV({[0,t"])|y(s)=x(s) per Ossst, y(s)eF(s,x(t')) q.d. per tssst"}. 


. ? MII ; e ; 
Per ogni n € N, poniamo Ù 21 per Osisn e definiamo P(t,x) mediante 


la formula 


[O,TIx V(LO,TI) > (t,x) ——> P(t,x) = 


tn ti tia 
= (P 0...0 Pi Do) Q )(t,x) se t, <bé È 


Une Lib i 


Siccome riesce 


LT aa Sia 
ov i *llo,ta) : 


ti 
Q Ct; 42%) = {x Fa 


_ [0,t. ,] 
i i+ 


la definizione è ben posta. 
E! 


7 Proposizione 4. L'applicazione x > Pi (%) definita sopra ha 
v 


alori non vuoti convessi e compatti ed è u.s.C.. 
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Dal Teorema 1, applicato all'intervallo [t',t"] e alla fun- 
zione t + F(t,x(t')), segue che PE (x) * 9 ed è chiaro che è un insie- 
me convesso. 

Si completa la dimostrazione procedendo come per "i Teorema 


1: prima si prova che PI, (compatto) = compatto e poi che Pi, ha il gra 


fico chiuso. 


“i 
Proposizione 5. L'applicazione t + Qi. (t,x) definita sopra ha 
valori non vuoti compatti e convessi ed è u.s.c. L'applicazione t + P(t,x) 


ha valori non vuoti compatti e connessi ed è u.s.c. 


Da] Teorema 1, applicato all'intervallo [t,t"] e alla funzione 
s > F(s,x(t')), segue che ql. (t,) # Y ed è chiaro che tale insieme è 
convesso. 

Proviamo che QE (1t',t"1,) è compatto in C([O,t"],A). 

Sia 


t ' u 
xn € Qui (0%) i (EE test 


Possiamo supporre (eventualmente per una sottosuccessione) 
Lp È per n 0, 
Si ha 


x(t) = x(t) per Ostst, s 


x 00) € F(t,x(t')) per t_stst" , q.d., 


e di qui segue Ian s g(t) e quindi la equicontinuità della successio 
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ne delle xl Poni amo 


G(t) 


“ 


{X(t)} per Ostst » (q.d.) 


G(t) 


F(t,x(t')) per t sist". 


Allora si ha x 68) e G(t) q.d. per Ostst" e la funzione t + G(t) 


è misurabile e ha valori compatti convessi e non vuoti.Quindi si ha 
t 
t)|n=1}) < i) h(G(s))ds = 0 per 0sts<t" 
O) 


e, per il Teorema di Ascali-Arzelà, la successione delle x 0°) è relativa- 
mente compatta in C([O,t"], A) ed ha una sottosuccessione (che indichiamo 
allo stesso modo) uniformemente convergente a y e C([0,t"], A). Inoltre 
possiamo applicare a G le proposizioni 2 e 3 e ottenere una funzione v 


sommabile su [0,t"] tale che 


È 
y(t) = x :f v(s)ds per 0stst", 
o) 


7 
SE 
.3 


v(t) e G(t) q.d. perOst 


Se t < to? si ha t < t, per n abbastanza grande e quindi 


xp 08) = x(t) e y(t) = x(t). Siccome y e x sono continue, si ha 
y(t) = x(t) per O0stst_. 


Se t > to si ha t > tr per n abbastanza grande e quindi G(t) = F(t,x(t')). 
SE si ha v(s) € Fi. x(t')) q.d. per to <s st" e questo “sg che 
ye Qi ft In modo analogo si prova ba la funzione t + obi, x) ha 


grafico chiuso e di qui segue :che è u.S.C. 
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Le proprietà indicate per la funzione t + P(t,x) sono vere, 
perché questa è funzione composta di funzioni che possiedono le stesse 


proprietà. 


Dimostrazione del Teorema 2. Se TE) non è connesso, esi- 


stono due suoi sottoinsiemi chiusi Hi tali che 


Tp) = HH Ho, HO H,=9 5 Hj3 ” 


per qualche xi Siccome Hi e H, sono compatti in C([0,T], A), esistono 


due aperti 9, e 0, in C([0O,T], A) tali che 


Ura si ha 
C; = P([0,T], x;) = connesso compatto, 


C. ») P(T,X;) = 4}, 


c; I P(0,x,) P(0,x,) E°) 


e quindi C, U Co è connesso in C([0,T], A) e non può essere contenuto in 


0,U 0. Dunque per ogni n e N esiste 


Yn E CU Co (0,0 0,). 


Possiamo supporre Yn£ C, e allora si ha 
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1) +0 n 


IA 

3 

IA 

Y 
. 


YnE P(1_3X 


Yo 6t) = x(t) per 0<stsr e [t., t 


UA 

ct 

UA 
è 
Ko} 

(0° 
‘ 


y_(t) e F(t3y,(%;)) per r, 


IA 
ct 
HA 
(au 
» 

i 
NES 
ad 
w 

Q 
o 


y.(t) e F(t,yn(%;)) per t; 


Posto 

zi lt) = x(t) = Yyni®) per Ostsr e lt., ti)» 
zl) = x(t) per r_ S<ts ti 

z_(t) = Yntt;) per t. <sts tia sd> "4, 


xl.) 


Li Tu Ci ti T 


A 


si ha Int) e F(t,z lt) q.d. perO<ststTe 


‘i+ i+! unif 
I If IX{s)|ds = J g(s)ds svi 
] Ì 
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Ora si può procedere come nella dimostrazione del Teorema 1 e conclude- 


re che (eventualmente per una sottosuccessione) 


unif 


t 
"38 gpnnmtagi y(t) = x SRIST per 0<tsT, 
0 


N>o 
v(t) e F(t,y(t)) q.d. per 0stsT. 


Dunque y e TOO) CO,U 0. D'altra parte si ha anche 


1 


YnÉ C(TO,T],A) (0, 4 0,) = chiuso e quindi anche y deve appartenere al 


lo stesso insieme. Questa ‘contraddizione prova che TEO) deve essere 


connesso, 


2. CASO NON CONVESSO 


Tolstonogov [11] ha provato che esiste una soluzione per il 
problema considerato nell'Introduzione se le ipotesi del Teorema 1 vengo- 


no così modificate: 


i) F(t,°) è continua per quasi ogni t e [0,T]; 
ii) F(-,x) è misurabile per ogni x e A; 
iii) F(t,x) * 9 compatto per ogni t e x; 


iv) per ogni e > 0 esiste un compatto Hc [O,T] tale che 
u([O,TIMH ) < ee 


(H") lim h(F[(]t-r, t+r[nH )xC1) s w(t,h(c)) 
r+0+ S 
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per ogni Cc A e quasi ogni t e Ho 


Vogliamo provare che la stessa tecnica di Tolstonogov [11] può 


essere modificata in modo da permettere di sostituire la condizione iv) 


con la condizione (H.). Questo caso è già stato trattato, con metodi di- 


versi, da Kisielewicz [8]. 
Teorema 3. Se le ipotesi del Teorema 1 vengono così modificate: 


i) F(t,-) è continua per ogni t e [0,T]; 


ii) F(t,x)# 9 compatto per ogni t e x; 
allora per ogni % € K esiste una soluzione del problema 
x(0) = 0, X(t) e F(t,x(t)) q.d. sul0,T]. 
La dimostrazione si basa sulle proposizioni che seguono. 


Proposizione 6. Sia C([0,T], E) > H compatto tale che ult) e A 


per ogni ueHe0s<sts<sTe sia 
v: [(O,T] > E misurabile. 


Allora per ogni e > 0 esiste f € com,Li (10,71, E)) tale che rie 


sca per ogni u € H 
f(u)(t) e F(t,u(t)) q.d., 


lIv(t)-f(u)(t)|-p(v(t), F(t,u(t)))] se q.d. 
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Questa è un'estensione di risultati precedenti di Antosiewicz-Cellina, 
che trattano il caso di E = R', e la dimostrazione si trova in Tolstono- 


gov-Ciugunov [13]. 


Proposizione 7. Sotto le ipotesi del Teorema 3, poniamo per 
* 
ogni C € comp(A) = {C c AJC # 9, C compatto} e per ogni 1 ) 


G(t,C) = co F(t,%) 
xEC 


e introduciamo su comp(A) la distanza di Handorff h. Allora si ha 


G(t,C) € comp(A) e inoltre 


i) G(t,°) è continua su comp(A) per quasi ogni t; 

ii) G(-,C) è misurabile per ogni C; 

iii) se la funzione t > C(t) comp(A) è misurabile, allora 
è misurabile la funzione [0,T] 5t + G(t,C(t)) 


Questa proposizione è contenuta in [11]. La compattezza di 


G(t,C) segue dal fatto che F(t,C) = U F(t,x) è compatto, a causa del- 
xEC 
la continuità di F(t,*). 


I 


Proviamo i). Poniamo temporaneamente F(x) F(t,x). Proviamo che 
ve, € comp(A), Ye > 0, 1500, VXEC, > vx'e A: 


|x-x'| s 6= hIF(x), F(x')] < e 


Infatti, in caso contrario esistono LA € comp(A), e ® 0 e due successioni 


" i . 
Xn € % e x nÉ A tali che 


(*) co(C) = involucro convesso di C. 
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11 & 


; 4 hIF(x_)» F(X)! $ Ex 


|x-x ì 
n n 


M | a at dcna 
a, per la compattezza di Co? si può supporre Xn —d X € Li e quindi 
si ha risaie. x € 


e < h(F(x,)s F(x1)) —d N(F(x}, F(X) = 0 


e ciò è assurdo. 
Poniamo G(C) = G(t,C) e proviamo Ja continuità in Co Se e e è 
sono determinati come sopra, proviamo che si ha 


h(c,c)<6 > h[G(C), G(c) È & 


Infatti per ogni x € 4 esiste x e C tale che prox 1<6 e quindi 


h[F(x), Fx) < e. Dunque si ha 
FO) c F(x) + eBc . F(x) + eB C G(C)) + eB = convesso chiuso > 
G(C,) C G(C) + eB 

In modo analogo si prova che 
G(C) c G(C,) + eB 


e quindi che h(6(C), G(C)) s e. 


Per provare ii) basta provare che è misurabile la funzione 
t + sup{<y,y'>|y e G(t,C)} = è(t) 


per ogni y'e E*. Ora si ha 
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= s Li U = 
$(t)= supi<y.y'>|y e see F(t,x)} 
= sup supi<y,y'>|ye F(t,x)} 
xeCc 


e la funzione y definita da 
y(t,x) = supf<y,y'>|yeF(t,x)} 


è misurabile rispetto a t, per la misurabilità di F(*,x), e continua ri- 
spetto a x. Ma allora, se D è un sottoinsieme numerabile e denso del com- 


patto C, si ha 
d(t) = sup vy(t,x) 
xe D 


e quindi $ è misurabile. 


Per provare iii) prendiamo una successione di tunzioni misura- 
bili Ci tali che 


o(t) e supKy,y!>|yeG(t,C(t))} = 


= sup y(t,x) = sup y(t,c (t)) 
xeC(t) n21 L 


e quindi $ è misurabile per ogni y' e E*. 


I Proposizione 8. Con le ipotesi e i simboli della Proposizione 7, 
p 


er ogni x € K esiste U e C([0,T], conv (E)) tale che 
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t 
U(t) = x + | G(s,U(s))ds per 0SstsT, 
(0) 


essendo 


conv(E) = {Ce E|ò # C compatto e convesso} 


dotato della distanza di Hausdorff, che lo rende uno spazio metrico 
| completo. 

Questo è uno dei risultati principali di Tolstonogov [11], 
con l'ipotesi (H3). 

Per la dimostrazione definiamo la successione 


U (t) = Do) per 0 st s T/n, 


(3 
n 
(25 
_ 
Il 


t-T/n 
x + | G(s,U_(s))ds per T/nstsT. 
Co) 


Dalle proposizioni 2 e 7 segue che la definizione è ben posta e che 


U (1) e conv (A), poiché si ha 
G(t,C) co g(t)B 


per ogni C e comp (A). 


Posto 


Il 
x 
+ 


t 
v_(8) x f sn 


IA 


ts T 


IA 


si ha per0Ost 


ca 
(i) Volt!) = vlt) ‘/ G(s,U_(s))ds 
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e di qui segue 


A 
s > ' È 
ii) hIv (E), V_ltI :/ g(s)ds =“ o 
e quindi che la successione n + Vita è equicontinua in conv (A). 
Si ha anche 
t . 
Walt) = Un (8) | G(s,x_)ds per 0<stsT/n, 
lo) 
L T 
Walt) = yu (8) + (668,66 perzstst 
n 
e quindi, se poniamo g(t) = 0 per -T<s «< 0, 
È 
(iii) iii aa g(s)ds = rl) > 0 unit. 
t-T/n 


Vogliamo provare che esiste una sottosuccessione convergente 
in C([O,T], conv(E)) della successione delle Ue). Questo seguirà dal- 
la relativa compattezza della successione stessa, che proveremo per mez 
zo del leorema di Ascoli-Arzelà. A causa di (ii) e (iii) le due succes- 
sioni yi) e La sono equicontinue. Allora basterà provare la rela- 


tiva compattezza degli insiemi 
{u_(t)|n 21}, {Vv (6) lu = 1} c conv(A) 
per 0stsT. 


Per questo ci serve il seguente 


Lemma 3. Sia 9 # CC comp(E) e sia H(C) la sua misura di non 
compattezza secondo Hausdorff; allora si ha 


XIV-30. 
H(C) = h(UE) 
EEC 
Per la dimostrazione del lemma cfr. Appendice. 


Poniamo 
het) = hO. v_(t)) 
Per il Lemma 3 si ha 
(iv) h(t) = H({v_(t))n = 1)) 
e quindi per provare la relativa compattezza di {v_ (6) [21) basterà pro- 


vare che h(t) = 0 per0stsT. 


Per ogni me N si ha, tenendo conto di (iii), 


U 


IA 


H({v_(t)[n21}) H({v_(t)|n2m}) < H({u_ (t)|nam}) + 09) = 


fnlt) 


+ 


H({u_(t)|n21}) 
Siccome r (t) + o per m + © (decrescendo), si può affermare che 


m 


(v) h(t) = H({U_(6)In213) = h(lJ 


nei Un). 


Da (ii) si ottiene per 0<tst'<T 


et 
H({V_(t')|nz1}) < H({V (t)|nz1}) SI g(s)ds 
n n t 


e quindi, usando (v), 
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| 
IhCt) - h(t")] :/ g(s)ds. 
t 


Questo prova che h(-) è assolutamente continua. 


Ora si ha, perOstst'sT, 


IA 


n 


t! pi —_—r_e ne 
V(t') = v0+/ G(s,U_(5))ds c V.6t) :/ IS] G(s,U_(s)) ds 


e quindi, posto 


(vi) 6, (5) = U G(s,U (s)) , O0ssst, 


si ha 


tc 
U Ml')c U vlt) ’[ G(s)ds 


nz1 n>f 


e la funzione G, è misurabile e verifica la condizione 
G,(5) Cc g(s)B per 0<sssT. 


Allora possiamo applicare la Proposizione 1 e ottenere, ricordando (iv) 
t! 


È 
IGOR G,(s)ds)sh(t) */ h(G, (s))ds. 
t t 


Si ha poi 


————_——_—_<-@—€— 


&(5U,(5)) = co(F(s,0,(5))) c cote(s, U, u-(3))) 


e quindi 
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e, (5) c co(F(s, Y, u_(5))). 


h(G,(5)) =. h(c0ss a) = 


I 


h(coce(s, Y, _(s))) = h(e(s, 


nz1 n21 


Un(S))) £ 


IA 


(sh, U_(8))) = w(s,h(s)) 


Dunque possiamo concludere che h(t) = 0 per 0 s t s T e quindi che le 
successioni fu (In => 1} e {vin > 1} sono relativamente compatte in 
C([0,T], conv (A)). Allora possiamo supporre che siano convergenti (even 
tualmente passando a una sottosuccessione) a una funzione limite U(-) che, 
a causa di (iii), deve essere la stessa per le due successioni. 


Per concludere ci serve ancora il seguente 


Lemma 4. Sia (M, m) uno spazio misurato completo e siano date 


le funzioni 
Mat+F(t), Gt) c g(t)Bc E 
misurabili a valori chiusi # 9 con g sommabile. Allora si ha 


siero, feto) :| h(F(t), G(t))dm 
M M M 


e l'integrando a secondo membro è sommabile. 
Per la dimostrazione del lemma si veda Appendice. 


Si ha ora 
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t 
h(U(t) - x? I G(s,U(s))ds) < h(U(t)-x > VW (tx) + 


t t 
nf G(s,U (5)ds, / G(s,U(s))ds) < 
Do) o 


t . 
s h(UCt),v_(t)) | h(G(s,U (s)), G(s,Us)))ds 
0 


e il primo termine converge a 0 per n + ©, Anche l'integrando converge 
a 0 per n+ ©, perché G(s,°) è continua, ed è maggiorato da g(s); dun- 
que anche il secondo termine converge a 0 per n + ® e questo conclude 


la dimostrazione della proposizione. 


Proposizione 9. Con le indicazioni e ipotesi della Proposizio- 
ne 8, poniamo 


H= {xeC([0,T], E)jx(t)e U(t) per 0stsT, x è 


assolutamente continua e derivabile q.d., 


x(t) e G(t,U(t)) q.d.}. 
Allora H è un sottoinsieme * 9? convesso e compatto di C([U,T], E). 


Per provare che H # @ applichiamo il Teorema 1 a x € K e al- 


la funzione 
t + G(t,U(t))= 9 convesso compatto c g(t)Bc E. 


Allora otteniamo una funzione x:[0,T] + A assolutamente continua e de 


rivabile q.d. tale che 


x(0) = x, &(t)e G(t, U(t)) q.d. 
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Ne segue 
t t 
Witt x, :f X(s)ds € x :f G(s,U(s))ds = Ult) 
o lo) 


e quindi x € H. 
E' chiaro che H è convesso. 
Per provare che H è compatto, osserviamo che H è equicontinuo, 
poiché 
t 


t! 
xeh> MOSSO |k(s)|ds < J g(s)ds per0Ostst'sT, 
t È 


e che {x(t)|x e H} c U(t) = compatto. Dunque H è relativamente compatto, 


per il teorema di Ascabi-Arzelà. Resta da provare che H è chiuso. Sia 
E) 
H Xn ero x € C ([0,T], E) 
Allora si ha 


U(t) 3 x 08) > x(t) unif. 


na+ 


e quindi x(t) e U(t). Si ha poi q.d. 


x(t) e G(t.U(t)) = L(t) 


e quindi, applicando a L la Proposizione 2, otteniamo una funzione 
vE SL tale che la successione kn è aderente a v nella topologia ivi con 


siderata. Ne segue che si ha per ogni y'€ E* 


t 
<x 08) - ga 12 = f <x (5) y'>ds 
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e il primo membro converge a <x(t) - x? y'>, mentre il secondo è ade- 


t 
rente af <v(s),y'>ds. 
©) 

Dunque deve essere 


t 
<x(t) - x? Y> = f <v(t),y'>ds , wy'e E* 
o) 


e quindi 


Infine dalla Proposizione 3 segue che 
v(t) e L(t) q.d. 
e questo prova che x € H e conclude la dimostrazione della proposizione. 
Dimostrazione del Teorema 3. Applichiamo la Proposizione 6 con 
H dato dalla Proposizione 9 e con v fissata a piacere (per esempio 
v(t) = x € K per 0<st< T). 
Allora la funzione f verifica la condizione, per ogni u € H, 


f(u)(t) € F(t,u(t)) q.d., 


Poniamo 


t 
I(u)(t) = x, + f(u)(s)ds: , ueH, 
0) 


Allora si ha 
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t t 
I(u)(t) e x :[ F(s,u(s))ds c x, :/ G(s,U(s))ds = U(t), 
0) 


0 
È I(u)(t) = F(u)(t) € F(t, U(t)) cG(,U(t))  qud. 
e quindi I(u) € H. Inoltre si ha per u, ve H 
T 
max|I(u)(t) - TOICIOI |f(u)(s)-F(v)(s)|ds + 0. 
(0) 


t v+u 


Siccome H # 9 è compatto e convesso, per il teorema di Schauder, 


I ha un punto unito u che verifica le condizioni 
u(o) = x? ù(t) = f(u)(t) € F(t,u(t)) Ged.a 


come si voleva. | 

Sotto certe ulteriori condizioni sulla funzione F considerata 
nel Teorema 3, si può provare che esistono soluzioni più regolari di quel 
le ottenute finora. 

Seguendo Tolstonogov [11], diremo che la funzione 
ue C(I0,T], E) è soluzione regolare della nostra inclusione differenzia- 


le se esiste la funzione 
v: [0,T] +E 

limite uniforme di una successione di "funzioni a gradini" tale che 
t 

x(t) = x +[ v(s)ds , v(t) e F(t,x(t)) per 0stsT. 
Do) 


Filippov [6] ha introdotto la seguente nozione di funzione F 


uniformemente Localmente connessa: esiste una funzione d:[0, +° [+ [0,+ el 
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con $(r) + 0 per r + 0, tale che per ogni Yo VE F(t,x) e per ogni (t,x), 
se Il < r, allora esiste un insieme connesso C c F(t,x) di diametro 


<9(r) che contiene PAGIRTE 
Teorema 3'. Supponiamo che F verifichi le ipotesi del Teorema 3. 


a) Se F è continua su [0,T] x A, per ogni vo € F(0,x,) esiste una "solu- 
zione regolare" che verifica anche la condizione X(0) = Vo 

b) Se F è uniformemente continua e uniformemente localmente connessa, per 
ogni vo € F(0,x,) esiste una soluzione x e c'(10,71, E) che verifica 


anche la condizione X(0) = Vo 
c) L'affermazione che figura in b) è ancora vera se F è uniformemente con 


tinua e verifica le seguenti condizioni su [O,T] x A 


hIF(t,x), F(t,y)] < g(t)|x-y| ,cono0sge Li 


IA 


hIF(t',x), F(t,x)]s Ilt')-1(t)  per0stst'< Ta 


con 1(*) crescente e continua. In questo caso si può supporre w(t,r) = 
= g(t)r. 


Osserviamo che nel caso a) può accadere che non esistano solu- 
SORIA 1 ° 
zioni di classe C . Nella Appendice è riportato un esempio dovuto a Filip 
pov. 


La dimostrazione è analoga a quella dei teoremi 3.1, 4.1 e 4,2 
di [11], 


XIV-38. 
3. ALTRI RISULTATI 
Se F verifica le condizioni del Teorema 3, anche la funzione 
LA : (t,x) + co(F(t,x)) , (t,x) e [O,T]x A, 


verifica le stesse condizioni. Quindi per E, valgono sia il Teorema 1 


che il Teorema 3 e in particolare si ha 
ga Tr ) = compatto in C([O,T], E). 


(o) 


Teorema 4. Supponiamo che F verifichi le ipotesi del Teorema 3 


e anche la seguente (*) 
h[F(t,x), F(t,y)] s w(t.|x-y]) 


per ogni x,y e A. Allora, per ogni x e C([0,T], A) soluzione dell'equa- 


zione 
x(t) e co(F(t,x(t)) q.d. per0stsT, 

esiste una successione n ui C([O,T], A) di soluzioni dell'equazione 
y(t) e F(t,y(t)) q.d. per 0stsT, 


tale che 


(*) Se w(t,°) è crescente, di qui segue h[F(t,C)]s w(t,h(C)). 
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Yn(9) SÙ MERLO - x(t)| pu 0. 


Inoltre TEO) è compatto in C([0,T], E) se e solo se per ogni x e TOO) 


si ha 


F(t;x(t)) = co(F(t,x(t))) q.d. per 0<st<T. 


La prima affermazione del teorema è analoga al Teorema 2.2 di 
[13] , la seconda al Teorema 3.4 di [14]. Diamo una traccia della dimo- 
strazione della prima affermazione. Questa si fonda sulle proposizioni 


che seguono. 
i Proposizione 10. Il Teorema 4 è vero nel caso di F indipendente 
da x 


Questa è la Proposizione 2.3 di [13]. Per la dimostrazione si 


usa il seguente 


Lemma 5. Sia (M, m) uno spazio misurato con misura completa fi- 
nita e priva di atomi, sia E uno spazio di Banach separabile e sia 
Mat+F(t) = 9 compatto c g(t)Bc E , 0<ge Lam, 


una funzione misurabile. Allora si ha 


fetta -J co(F(t))dm 
M M 


e la funzione t + co(F(t)) è misurabile. 


La dimostrazione è analoga alla dimostrazione del Lemma 7 di 


XIV-40. 
[3]. Tolstogonov ha dato una dimostrazione diversa del Lemma 5. 


Proposizione 11. Sotto le ipotesi del Teorema 3, per ogni 


x € K,e>Q0e 
v:[0,T]1+E 


misurabile, esiste x € C([0,T], A) derivabile q.d. che verifica le con- 


dizioni (x assolutamente continua) 
x(0) = x, » x(t) € Ult), k(t) € F(t,x(t)), 
|K(t) - v(t)| se + p(v(t) , Flt,x(t))) 


La dimostrazione è analoga alla dimostrazione del Teorema 3 (cfr. [13], 


Teorema 2.1). 

Dimostrazione del Teorema 4. Se x(*) è la soluzione conside- 
rata nell'enunciato del Teorema 4, fissiamo due successioni di numeri po- 
sitivi En° z. convergenti a zero. Per la Proposizione 10 esiste 
IE C([O,T], A) tale che 

y,(0) = x(0) = x, » In(t) E Fltox(t)) , q.d., 


Iyp6t) - x(t)| s en Per Ostest. 


Per la Proposizione 11 esiste zh E C([O,T], A) tale che 
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2,10) =%° 2,60) e U(t), z lt) € F(t,2,(t)), 


PRORERONIREST ORI CEZONE 
Siccome 2002) < g(t), la successione delle zl) è equicontinua. Da 
questo e dal fatto che zi lt) € U(t) = compatto segue che la successione 
è relativamente compatta in C([0,T], E) e perciò possiamo supporre (even 
tualmente per una sottosuccessione) che sia convergente a z e C([U,T],E). 


Allora si ha z(t) e U(t) C A. Posto 


MORSTRORENO]E 


A 
+ 
v 


si ha rl0) = 0 e inoltre, se 0<stest' 
WE ixft) - 20) = va, 


nd 


pa pr) 
r_(t')s nt» [ 19,65) - z (5) |ds s Tn SI p(Y,(5)» F(s,2 (5)))ds + 


to 
+r (t)s Tén :f hIF(s,x(s)), F(s,z (s))lds + r (t) 
t n n 


NA 


Dre 
Tén :/ w(s,|x(s) - z,(5))ds +r0l8). 
t è 


dalla continuità di w(s,°) e dalla maggiorazione w(s,r) < 9p(5) per osser”) 


con IR sommabile, segue, passando al limite rispetto a n, 
35) 
sf w(s,r(s))ds + r(t) , r(0) = 0 
t 


e di qui segue, osservando che r è assolutamente continua, r(t) = 0 per 


(*) Conrar (t) per OstsTenz1. 
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0<ts Te quindi z(*) = x(*), come si voleva. 
Teorema 4'. Supponiamo che F verifichi le ipotesi del Teorema 


a) Se F è continua su [0,1]x A, le soluzioni Ynl) si possono supporre 


"regolari" e si può supporre che riesca VAC) sa F(0,x,)- 
b) Se F è uniformemente continua e uniformemente connessa su [O,T]xA, 
le soluzioni LA, si possono supporre di classe c! e tali che 4, 60)= 
LE F(0,x,). 
La prima affermazione del Teorema è analoga al Teorema 3.2 di 
[13] e la seconda al Teorema 1.1 di [14]. 


Concludiamo con un risultato di De Blasi-Pianigiani [5]. 


Teorema 5. Sia E uno spazio di Banach riflessivo reale e sia 


data la funzione continua (secondo la distanza di Hausdorff) 
[O,T]x A 3 (t,x) + F(t,x) # 9 convesso chiuso c MB Cc la 


con interno (F(t,x))# 9 per ogni (t,x). Allora esiste T'e ] O,T[tale che 


sull'intervallo [0,T'] si ha 
i)g = TEO) = chiuso in C([0,T'], E), 
ii) Tp) è un G,-sottoinsieme denso di Too) 


Qui si è posto aF(t,x) = frontiera di F(t,x). 


XIV-43. 
4. APPENDICE 
Alcune definizioni. 


La distanza di Hausdor{{ h(A,B) fra i sottoinsiemi limitati e 


chiusi A, B dello spazio metrico X, con metrica p, è data da 


h(A,B) = max{sup p(x,B), sup p(x,A)}, 


xe A xe B 


essendo 


p(x,A) = inf p(x,y). 
ye A 


La funzione 
Y> y + F(y) = 9 chiuso limitato c X 
definita sullo spazio topologico Y si dice continua secondo la distanza 


di Hausdorff in HE Y se per ogni e > 0 esiste un intorno U di tale 
che 


yeU=h(F(y), Fiy)) < e» 

Ricordiamo anche alcune proprietà delle funzioni misurabili. 

Sia (M,m) uno spazio misurato, X uno spazio metrico separabi- 
le completo e 


Mat+ F(t) # ? chiusoc X. 


Se per ogni aperto 0 C X l'insieme F" (0) = {t E MjF(t)m 0 = P} è misu 


rabile, diremo che F è misurabile (anche quando F è a un solo valore). 


XIV-44, 


Consiseriamo le affermazioni 
sven r ; ; 
i) F  (boreliano) = misurabile; 


ii) pi (chiuso) = misurabile; 


iii) P Gpersoì misurabile; 


iv) esiste una successione di funzioni LP M + X misurabili tale che 
Fit) = CAGII => 1} per ogni te M; 


v) la funzione reale t + p (x,F(t)) è misurabile per ogni x e X; 


vi) il grafico di F appartiene alla minima o-algebra generata da 


{AxB|MDA mis., X>B boreliano}. 
Allora si ha 
i) > ii) > iii) © iv) © v) > vi) 
Se la misura m è completa, si ha vi) = i) e quindi le affermazioni i)-v) 


sono equivalenti. 


Se F(t) = compatto, è equivalente a iii) anche 


ii) F:M->d comp(X) è misurabile. 
h 


Se X è uno spazio di Banach separabile reale e se F(t) = compat- 


to e convesso, è equivalente a iii) anche 


iii.) la funzione reale t + max{<x,x'>|x € F(t)} è misurabile per ogni 


x'eXt 


Le dimostrazioni si possono trovare in [2]. 


XIV-45. 
Dimostrazione del Lemma 3. Poniamo 
U = UC 


cec 
e proviamo preliminarmente che C è limitato in comp(E) se e solo se U è 
limitato in E. Supponiamo C limitato e fissiamo X (SS C. € C. Allora si ha 
per ogni xE CEC 


(0) ES h(c,C,) < diam (C), 


e quindi, se p(x = |x-x'| con x' € C 
quindi, se p(x,C,) = lex] con xe C,» 


IA 


Dex | Dex | * lx - xl < diam(C) + diam (Cc) 


Questo prova che U è limitato. 


Supponiamo ora U limitato. Allora si ha per ogni CCU 
sup p(x,U) = 0 
xE C 
e, sexe Ue x'e C con p(x,C) = |x-x'|, si ha anche 
p(x,C) = |x-x'| s diam (U) 
Pertanto si ha h(C,U) < diam(U) e quindi 
diam(C) < diam(U) 


Supponiamo ora C limitato e poniamo 


ia H(C) +e, > 0. 
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Allora esistono Co» Cn € comp(t) tali che 


m 
ccU SL (C,), 
î=1 € 


essendo S(0) la sfera di centro C e raggio r in comp(E). Dunque per ogni 


Ce C esiste i tale che 
h(C, GC.) sr 
i € 


e quindi per ogni x € C esiste x; € C; tale che xx; sp (x,C;)sr_- Ne se- 


gue che 


m 
ucl Cc, + r B 
1 E 


m : 
e quindi, essendo Uc, compatto, h(U) < r_ e ancora (e + 0+) h(U)s h(C). 
1 
Poniamo ora La h(U) + e. Allora si ha 


p 
UU (x; + 18) . Rel 


dl 
I 
PES 


Per ogni C C U poniamo 


(cel 
" 


{4 [CN (x; + r_B) = 9}, 


cc 
" 


{x; |1sisp}. 


Allora per ogni x € C esiste x, € Cc, tale che Dex; ls r_ e quindi si ha 
p(x,C ) <r. 
p3: E 
Se x. € C, esiste x e Co(x, + r_ B) e quindi si ha p(x.,C)sr_. 
i G i e i e 


Dunque si ha 


XIV- 47. 
h(C,C ) <r 
(A € 
e quindi 


e ce LU S, (Cc). 
ce P(U) 


Siccome P(U.) è finito, di qui segue 
H(C) < diana H(C) < h(U), 
come si voleva. 


Dimostrazione del Lemma 4. Proviamo che l'integrando a secondo 
e DI GEVOne del Lemma. S. 


membro è misurabile. Sia 
F(t) = {f,(t)]n 21}, G(t) = {g,(t)[n = 1} 
con Li e gnMisurabili. Allora la funzione 


t> sup  p(x,G(t)) = sup p(f_(t), G(t) = 
xe F(t) n=1 


= sup inf If(8) - g,(t) | 
nz1 k=l 


è misurabile e quindi anche la funzione 
t>h(E(t), GIt)) 


è misurabile. 
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Per ogni x e F(t) e y e G(t) si ha |x-y| < |x|+|y| < 2 g(t) e 


quindi 
r(t) = h(F(t), G(t)) s 2g(t). 


Dunque l'integrando è sommabile. 


Per ogni e > 0 si ha 
F(t) C G(t) + (1+e)r(t)B 
e quindi per ogni f € SF e per ogni t e M esiste y € G(t) tale che 
If(t) - yl s (t+e)r(t) = r_(t), 
e di qui segue 
L(t) = Fit) N (f(t) + r_(t)B) 29 perte M. 


Siccome le funzioni f e r sono misurabili, anche L è misura- 
& 
bile ed ha valori # 9 chiusi. Sia g una selezione misurabile di L(ossia 


ge SURE Allora si ha 


|f(t) - g(t)| r_(t) per te M, 


- sd, / G(t)dm) sr [f(t) - g(t)]dm| s 
M M 


sl dea, fr (t)dt 
M 


e questo è quanto basta. 


XIV-49. 


Esempio. Poniamo 


F(t) = {(cos $, t sen d)| sè s 2r + i -t} perU<t< 1, 


F(0) = {(r,0)|-1srs 1} 


Allora F ha valori compatti in RÉ ed è continua e limitata. Per il Teo- 
rema 3', esiste una "soluzione regolare" x(°). Se x(*) tosse di classe cl, 
si avrebbe 

v(t) = X(t) e F(t) per 0<t<f 
con v(*) continua su [0,1] e ne seguirebbe 


(+ 1,0) e v(10,t]) per ogni t> 0, 


il che è assurdo. 


Questo ed altri analoghi esempi sono considerati in [6]. 
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